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1. O documento apresenta um material didático sobre pesquisa operacional aplicada.
2. A pesquisa operacional é definida como um conjunto de técnicas quantitativas para auxiliar o processo de tomada de decisão nas organizações, mediante a modelagem e otimização de problemas. 
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Programa XV Semana da Saúde_Escola Bartolomeu Perestrelo.pdf 


1) Explique o caminho percorrido pelo espermatozoide dentro do trato reprodut...
1) Explique o caminho percorrido pelo espermatozoide dentro do trato reprodut... 


A) COMENTE sobre a situação de saúde apresentado no Brasil atualmente e EXPLI...
A) COMENTE sobre a situação de saúde apresentado no Brasil atualmente e EXPLI... 


2. Qual a extensão dos Direitos Fundamentais às pessoas que se encontram sob ...
2. Qual a extensão dos Direitos Fundamentais às pessoas que se encontram sob ... 


Um círculo de Leitura Fada Oriana. Colmeias.pptx
Um círculo de Leitura Fada Oriana. Colmeias.pptx 











Material didático de PO versão 2022 por Maria da Penha.pdf

	1. ______________________________________________________________________
Maria da Penha  Boina Dalvi
Faculdade UCL
PESQUISA OPERACIONAL APLICADA
Material Didático
Professora Maria da Penha Boina Dalvi
Bacharel em Administração de Empresas - FAESA, ES, especialista em Estatística e Sistemas
de Informação nas Organizações - Faculdade de Economia da Universidade de Coimbra (FEUC)
e mestrado em Gestão da Informação nas Organizações - FEUC com reconhecimento de
mestrado em Engenharia e Gestão do Conhecimento na UFSC.
2015 – 2017 - 2022
 


	2. ______________________________________________________________________
Maria da Penha  Boina Dalvi
SUMÁRIO
1. INTRODUÇÃO............................................................................................................................................................................................ 4
Para que tomar decisões?........................................................................................................................................................................ 5
Processos de Decisão ................................................................................................................................................................................... 6
Processo de geração de conhecimento de um fenômeno................................................................................................................... 8
Modelagem para Tomada de Decisão.................................................................................................................................................... 8
A MODELAGEM ...................................................................................................................................................................................... 10
Tipos de Molos......................................................................................................................................................................................... 10
2. INDRODUÇÃO À PROGRAMAÇÃO LINEAR - FORMULAÇÃO GERAL E MODELAGEM .......................................................... 16
Modelo Matemático................................................................................................................................................................................. 16
O MODELO DE PROGRAMAÇÃO LINEAR........................................................................................................................................ 19
Operações de reformulação................................................................................................................................................................... 20
Soluções do Modelo................................................................................................................................................................................ 20
PROBLEMAS CLÁSSICOS DE PROGRAMAÇÃO LINEAR - RESOLVIDOS PASSO A PASSO ............................................... 21
EXERCÍCIOS 2 DO TÓPICO INDRODUÇÃO À PROGRAMAÇÃO LINEAR......................................................................................................... 24
3. MÉTODO GRÁFICO ................................................................................................................................................................................ 29
Utilizar o Geogebra – Download https://www.geogebra.org/download?lang=pt .................................................................................. 29
EXEMPLO PELO MÉTODO GRÁFICO PASSO A PASSO.................................................................................................................................. 32
4. MÉTODO SIMPLEX........................................................................................................................................................................... 37
O Método Simplex: Maximização.......................................................................................................................................................... 37
METODO SIMPLEX - Soluções Não Únicas: Soluções Múltiplas e Nenhuma Solução................................................................ 43
Método Simplex Quando Não Existe Nenhum Máximo ..................................................................................................................... 44
Minimização com o Método Simplex..................................................................................................................................................... 45
O Método Simplex com Restrições Mistas........................................................................................................................................... 48
Maximização com Restrições Mistas.................................................................................................................................................... 49
Restrições Mistas e Minimização .......................................................................................................................................................... 50
Minimização com Restrições Mistas..................................................................................................................................................... 50
5. ANÁLISE DE SENSIBILIDADE............................................................................................................................................................... 63
6. DUALIDADE e SENSIBILIDADE - BELFIORE, Patrícia FÁVERO, Luiz Paulo................................................................................ 69
7. PROBLEMA DE TRANSPORTE E DESIGNAÇÃO - REDES ............................................................................................................ 79
Problema de Transporte......................................................................................................................................................................... 79
Método do Canto Noroeste .................................................................................................................................................................... 83
Método do Custo Mínimo........................................................................................................................................................................ 84
Método das Penalidades ........................................................................................................................................................................ 85
O Problema de Transbordo como um Problema de Transporte ....................................................................................................... 87
Custos unitários de transporte das fábricas para os centros de distribuição .................................................................................. 87
Custos unitários de transporte dos centros de distribuição para os consumidores........................................................................ 87
Representação em redes do problema de transbordo da companhia Petrus Nortel. .................................................................... 88
APENDICE 1 - Revisão de Inequações..................................................................................................................................................... 96
APENDICE 2 - Noções Gerais do Software GeoGebra......................................................................................................................... 106
APENDICE 3 - Noções Gerais do Software LINDO............................................................................................................................... 110
BIBLIOGRAFIAS......................................................................................................................................................................................... 113
 


	3. ______________________________________________________________________
Maria da Penha  Boina Dalvi
PREFÁCIO
O presente material didático tem por finalidade apresentar a Pesquisa Operacional (PO) e seus
benefícios de uma maneira fácil e compreensível para a tomada de decisão, voltado para os Cursos de
Graduação em Administração, Contabilidade, Economia, Sistemas de Informação e em alguns Cursos
de Tecnólogos, bem como a sua importância e a aplicação como disciplina nos Currículos Básicos
destes cursos.
Constituí este material com o propósito de provar a aplicabilidade da Matemática, ou seja, dos
números, nas Organizações. Espero com isso quebrar alguns paradigmas e amenizar um pouco o
receio que os atuais e futuros profissionais têm quando se deparam com questões quantitativas, pois,
parte das pessoas que se encaminham para alguns desses cursos têm grandes dificuldades de
assimilar conhecimentos na área quantitativa, e a Pesquisa Operacional se sustenta basicamente por
meio de operações quantitativas. Posso afirmar, entretanto, que não existe dificuldade que não possa
ser superada.
Na competitiva economia que as empresas estão inseridas hoje, o processo decisório não
admite falhas na resolução de problemas, nem resultados abaixo do esperado. Nesse contexto,
percebe-se a importância da preparação de profissionais que conheça as ferramentas e técnicas
utilizadas para a tomada de decisões e que, seja capaz de perceber nas diversas situações do cotidiano
empresarial a necessidade da aplicação dos métodos da Pesquisa Operacional para a resolução de
problemas complexos, otimizando, assim, os resultados das organizações.
A Pesquisa Operacional é uma técnica para a tomada de decisão, mediante a modelagem
matemática de problemas, que busca soluções ótimas aplicadas à realidade empresarial. Os futuros
profissionais, como tomadores de decisão, é um grande beneficiado com as informações extraídas
pelos resultados da Pesquisa Operacional. Uma das áreas onde o impacto se tornou mais notório foi
na área da Programação Linear onde os modelos envolvidos procuram encontrar a melhor solução
para um problema que envolva utilizações alternativas e competitivas com recursos limitados.
É meu objetivo contribuir para uma melhor compreensão do tema apresentando uma
abordagem interpretativa dos modelos de programação linear por forma a colmatar a lacuna existente
entre uma visão matemática (de difícil leitura por parte dos alunos) e uma abordagem demasiado
introdutória e superficial que não foca todas as virtudes técnicas dos modelos.
Espero assim que este material tenha valor prático tanto para os alunos como para gestores.
Para isso tentei enfatizar três aspectos essenciais: formulação de problemas, interpretação
econômica dos passos para a sua resolução e análises subsequentes à obtenção da solução.
Este material está formatado em tópicos que apresentam exercícios resolvidos e exercícios
propostos e foram selecionados de livros de vários autores da área da Pesquisa Operacional e outros,
e que procuram fazer uma síntese dos conhecimentos a serem adquiridos ao longo do estudo.
A autora
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1. INTRODUÇÃO
Pesquisa Operacional é um conjunto de técnicas quantitativas com o intuito de auxiliar o processo de
decisão dentro de uma filosofia de modelagem e, preferivelmente, de otimização.
A pesquisa operacional é uma ciência que emprega modelos matemáticos ou estatísticos para a solução
de problemas de alocação de recursos com múltiplas variáveis interferindo no resultado do problema.
Como o problema está relacionado em geral com a alocação de recursos de forma estratégica, logo a
origem da Pesquisa Operacional se mostrou bastante eficiente no uso militar do início do século XX, em
1938. Por causa da necessidade de distribuir os recursos de guerra escassos em várias frentes.
A Pesquisa Operacional é uma ciência aplicada voltada para a resolução de problemas reais, tendo como
foco a tomada de decisões.
Como o nome indica, PO é a pesquisa das operações, ou seja, é a investigação das operações ou
atividades de uma organização.
A natureza da organização pode ser financeira, industrial, militar, governamental, etc.
A P.O. é originária da Segunda Guerra Mundial, quando os cientistas de várias disciplinas se reuniram
para resolver problemas militares de natureza tática e estratégica.
Por ser uma ferramenta matemática aplicada, a P.O. nos dá condições para:
• Solucionar problemas reais;
• Tomar decisões embasadas em fatos, dados e correlações quantitativas;
• Conceber, planejar, analisar, implementar, operar e controlar sistemas por meio da tecnologia bem
como de métodos de outras áreas do conhecimento;
• Minimizar custos e maximizar o lucro;
• Encontrar a melhor solução para um problema, ou seja, a solução ótima.
• Um conjunto de métodos e modelos matemáticos aplicados à resolução de complexos problemas nas
operações (atividades) de uma organização.
1939 - 1945:
Durante a 2ª Guerra Mundial, as gerências militares britânica e americana empregaram uma abordagem
científica para tratamento de problemas de gerenciamento de recursos escassos (tropas, munição,
remédios etc.), de forma eficaz.
Os cientistas empregados tinham que pesquisar as operações militares e as atividades dentro de cada
operação para sugerir alternativas viáveis.
1947
Início do interesse das indústrias na utilização das técnicas desenvolvidas na área militar, para auxiliar no
planejamento e controle da produção.
2007 até hoje
Hoje em dia, as técnicas de pesquisa operacional estão sendo aplicadas em diferentes áreas do mundo
real.
No Brasil a SOBRAPO – Sociedade Brasileira de Pesquisa Operacional estuda e dissemina os
conhecimentos através de Congressos científicos e Encontros que discutem as novas teorias encontradas.
http://www.sobrapo.org.br/sitesobrapo.htm
Atualmente, sua principal utilização é como ferramenta nos processos de tomada de decisão no ambiente
empresarial e nos negócios, tanto no setor privado como no setor público. A P.O. pode ser utilizada para
resolver os seguintes problemas no ambiente organizacional:
• otimização de recursos;
• roteirização;
• localização;
• carteiras de investimento;
• alocação de pessoas;
• previsão de planejamento;
• alocação de verbas de mídia;
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• determinação de mix de produtos;
• escalonamento e planejamento da produção;
• planejamento financeiro;
• análise de projetos etc.
Para iniciarmos o estudo de P.O., devemos coletar e organizar dados em sistemas de informação gerencial
de maneira que os dados sejam transformados em informação inteligível aos usuários finais (não técnicos).
Uma característica importante da pesquisa operacional e que facilita o processo de análise e de decisão
é a utilização de modelos. Eles permitem a experimentação da solução proposta.
Isto significa que uma decisão pode ser mais bem avaliada e testada antes de ser efetivamente
implementada. A economia obtida e a experiência adquirida pela experimentação justificam a utilização da
Pesquisa Operacional.
Para que tomar decisões?
Tomar decisões é uma condição da vida humana. Viver é escolher entre apostas viáveis. Seguir pela
esquerda ou à direita na bifurcação de uma estrada, casar-se com Marina ou ir embora com Fernanda,
sabendo que nenhuma das duas opções é garantia de felicidade ou fortuna; o melhor que podemos fazer
é analisar as chances. Não há como não tomar decisões. Jean Paul Sartre afirmou que “o homem está
condenado à liberdade”, talvez considerasse plausível o meu argumento: O homem está condenado a
tomar decisões.
Bráulio Wilker Silva
Entretanto, o foco é o ambiente empresarial. Como em qualquer outra situação, há muitas variáveis que
caracterizam as situações-problema. Mas o que são problemas? Os problemas existem quando o estado
atual de uma situação é diferente do estado desejado. Em outras palavras, problemas são situações que
a empresa precisa resolver para atingir seus objetivos. Diante dos problemas organizacionais,
encontramos fatores que interferem na tomada de decisão:
Fatores Cenários
Importância Relaciona-se com o impacto que a decisão pode acarretar à empresa (ganhos ou
perdas).
Risco Incertezas influenciam nossas decisões.
Agentes Quantidade de decisores, individual ou em grupo, simplifica ou torna mais complexo o
processo.
Conflitos Surgem em função de choques de interesses entre setores de uma organização ou
entre setores.
Ambiente Aspectos socioculturais que interferem nas decisões.
Fonte: Lachtermacher, 2009, p. 4.
A P.O. é uma ferramenta extremamente qualificável para o trabalho de gestão, seja nos níveis gerencial,
operacional ou estratégico, uma vez que fornece condições para melhor comunicação entre decisores e
setores de uma organização.
Decisão
Os especialistas definem a decisão como sendo o resultado de um processo mental-cognitivo de uma
pessoa ou de um grupo de indivíduos. Conhece-se como tomada de decisões ao processo que consiste
em optar por uma entre várias alternativas (trade-off), e tendo várias alternativas entra-se nas decisões
em que o problema possui multiobjetivos, multi-atributos ou multicritérios.
No entanto, é importante mencionar também, que a tomada de decisão não está relacionada apenas ao
processo cognitivo, mas envolve também a emoção.
Na ótica científica, utiliza-se de modelos com o intuito de dar suporte na tomada de decisão. Fornecer um
conjunto de regras que possam auxiliar o decisor a lidar com decisões difíceis em que as regras são
fundamentadas na lógica e na razão que têm de ser despidas de quaisquer fatores emocionais. Não
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obstante, a formulação e solução de problemas de decisão têm se tornado tema de estudo de diversas
áreas do conhecimento (ciências sociais, psicologia, economia, administração, engenharia etc.).
As decisões complexas são compostas de várias alternativas, das quais não temos certeza a priori de qual
delas é a melhor, portanto, decisões complexas precisam de informações (conhecimento) mais refinadas,
onde a intuição (experiência), infelizmente não é suficiente para decidir a melhor alternativa.
A decisão pode ser do tipo normativa ou prescritiva – indica qual deve ser o comportamento dos
decisores “racionais “ou coerentes e como exemplo utilizam-se de modelos da pesquisa operacional,
regras de decisão sob incerteza, regras de decisão sob risco; e do tipo descritiva – não analisa o
comportamento concreto dos seres humanos quando tomam decisões nas mais variadas circunstâncias.
A decisão descritiva busca descobrir como se tomam as decisões e é tratada principalmente nas áreas de
psicologia e sociologia (efeito multidão, mercado de ações, decisão por impulso, intuição).
Segundo Winterfeldt e Edwards (in: Murteira, 1996), que compararam modelos normativos e modelos
descritivos destacaram essa comparação na seguinte frase: “Se as pessoas tivessem comportamento de
acordo com as “normas” não era necessário perder tempo a teorizar.
Diante do explicitado, em problemas complexos, a decisão racional faz-se necessária e é conhecida como
racionalidade instrumental, aquela que pressupõe que o decisor possui um objetivo ou meta a cumprir; ou
seja, ser racional instrumental significa seguir o curso de ação que se acredita levará a atingir tal objetivo.
A decisão pode ser individual ou em grupo, segundo Murteira, 1996; na decisão individual, qualquer
decisor, seja indivíduo ou organização, do qual pode pensar-se que tem propósitos ou objetivos unitários,
deve tratar-se como um indivíduo. A decisão em grupo é quando indivíduos têm diferentes perspectivas e
diferentes objetivos ou sistemas de “valores”, o que torna o processo decisório muito complexo e intricado,
o que leva os estudos serem concordante em analisar decisões como um processo individual, em que o
indivíduo ou grupo pode assim ser tratado diante dos mesmos objetivos.
As organizações, enquanto uma coleção de indivíduos que trabalham em conjunto visando um
mesmo resultado, se organizam em processos que as levam a decidir e criar grupos que
possuem diferentes atribuições e responsabilidades e que no momento de decidir devem unir
seus conhecimentos a fim de atingir o objetivo organizacional desejado (SIMON, 1997 in: VOGT
& ROGLIO – EVINCI, 2015).
Decidir é necessário, seja no âmbito pessoal, seja no organizacional. Na esfera organizacional
as decisões estratégicas ocorrem principalmente através da tomada de decisão em grupo. E, é
principalmente neste contexto que as decisões estratégicas se ajustam melhores quando se
pensa na tomada de decisão em grupo (HAMBRICK, 2007).
As decisões são de natureza sequencial, isto é, o processo é dinâmico e envolve uma sequência de
decisões tomadas em momentos ou períodos de tempo que se prolongam no futuro, decisões que alternam
naturalmente com a ocorrência de acontecimentos ou eventos não controlados pelo decisor, assim,
formula-se hipóteses para uma tomada de decisão racional o mais precisa possível. É na Teoria da
Decisão que a Análise de Decisão se baseia, pois a Teoria da Decisão é um processo sociotécnico para
criar valor a decisores e stakeholders que enfrentam decisões complexas, envolvendo vários atores,
múltiplos objetivos, várias alternativas, incertezas relevantes e possivelmente, consequências
significativas, pois o decisor tem de proceder a uma afetação irrevogável de recursos e existem pelo menos
duas afetações possíveis.
Apesar de hoje termos variadas ferramentas para apoio à decisão, decisões sempre são tomadas diante
de risco e da incerteza. Decisão sob risco é quando o tomador de decisão conhece as probabilidades dos
resultados possíveis, sob incerteza, as probabilidades são desconhecidas ou inexistentes. E ainda, a
decisão certa ocorre, se e somente se, o resultado é pelo menos tão bom quanto todos os outros resultados
possíveis.
Processos de Decisão
Processo de Decisão requer uma única decisão ou um conjunto de decisões sequenciais para estar
completo. Cada decisão possível tem um ganho ou uma perda que lhe está associada, que são
determinados por circunstâncias externas ao processo. O conjunto de circunstâncias possíveis,
conhecidos como estados da natureza (são aspectos do ambiente que envolvem o tomador de decisão e
que afetam sua escolha de cursos de ação. São fatores ambientais fora do controle do tomador de
decisões, como as condições de certeza, risco ou incerteza), e a afetação de probabilidades à ocorrência
em que cada estados se assumem como conhecidos e finitos.
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A análise de decisão envolve o uso de processos racionais para selecionar a melhor alternativa dentre um
conjunto de alternativas possíveis. Alguns processos de decisão são os seguintes:
• Critérios de Decisão Simplificados
• Minimax (ou pessimista) é uma regra de decisão utilizada em inteligência artificial, teoria da decisão, teoria
dos jogos, estatísticas e filosofia, sob este Critério de Arrependimento Minimax, o tomador de decisão
calcula os valores máximos de perda de oportunidade (ou também conhecido como arrependimento) para
cada alternativa e, em seguida, escolhe a decisão que tem o menor arrependimento máximo. Ao lidar com
ganhos, é referido como "maximin" - para maximizar o ganho mínimo. Originalmente formulado para a
teoria do jogo de soma zero para n jogadores, cobrindo tanto os casos em que os jogadores fazem
movimentos alternados quanto aqueles em que fazem movimentos simultâneos, também foi estendido a
jogos mais complexos e à tomada de decisão geral na presença de incertezas. Como nenhum destes
critérios é baseado nas probabilidades de ocorrência dos estados da natureza, eles são considerados
inferiores aos critérios em que tal ocorre.
• Critério a Priori – O critério a priori (ou de Bayes) é usado para escolher a decisão que maximiza o valor
esperado.
• Critério a Posteriori – Se se puder levar a cabo uma experiência imperfeita para obter informação sobre
o verdadeiro estado da natureza, então os dados desta experiência poderão ser combinados com as
probabilidades iniciais dos vários estados para dar origem a uma distribuição de probabilidade atualizada
(Teorema de Bayes), e assim maximizar o ganho esperado relativamente à distribuição de frequência de
probabilidade atualizada.
• Árvore de Decisão - Árvore de decisão é um mapa dos possíveis resultados de uma série de escolhas
relacionadas. Permite que um indivíduo ou organização compare possíveis ações com base em seus
custos, probabilidades e benefícios. Pode ser usada tanto para conduzir diálogos informais quanto para
mapear um algoritmo que prevê a melhor escolha, matematicamente.
• Utilidade - Utilidade é um termo geral utilizado para especificar a quantidade que uma determinada ação
resulta, considerando as preferências do agente. Dado que é necessário que todos os ganhos estejam
quantificados nas mesmas unidades para que se possa aplicar um critério de decisão.
O conceito tem origem em estudos feitos em economia e teoria dos jogos, onde se mede quando uma
commodity aumenta seu valor. Um exemplo claro é o dinheiro. O preço que uma pessoa está disposta a
pagar a um produto irá depender da força de sua preferência para este determinado bem. Além disso,
pagar uma quantia alta por algo indica que a pessoa possui um desejo forte por este objeto ou produto,
isto é, que este produto possui uma alta utilidade para ele.
Afirma-se que é difícil quantificar a utilidade quando se lida com seres humanos -- principalmente pela
complexidade das preferências e motivações em causa --. No entanto, agentes baseados em funções de
utilidade são comuns em sistemas que empregam alguma forma de inteligência artificial. Entre os
exemplos, pode-se citar os sistemas de navegação, onde o agente deve escolher qual a melhor ação, de
acordo com a utilidade esperada. A utilidade esperada é um conceito central na teoria utilitarista, é a
estimativa que deve ser maximizada nas decisões utilitárias. O conceito de utilidade esperada é derivado
do conceito de valor esperado, ou esperança, da teoria da probabilidade.
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Processo de geração de conhecimento de um fenômeno
O correto tratamento e a adequada análise dos dados podem propiciar, ao tomador de decisão,
informações mais precisas e confiáveis que, quando confrontadas com outras informações ou submetidas
a provas existentes e as restrições impostas pelo sistema, oferecem o diferencial do conhecimento. Nesse
sentido, a Pesquisa Operacional oferece frutos importantes para a geração de informações
representativas voltadas para a tomada de decisão, tão fundamental em ambientes cada vez mais
competitivos.
Modelagem para Tomada de Decisão
Qualquer descrição da realidade é sempre uma abstração, sempre parcial e sempre uma das muitas
interpretações que podem ser feitas; isto é chamado de modelagem do mundo real e não é uma exata
representação, algumas características são aproximadas, outras simplificadas e algumas são ignoradas.
Abstração é “uma capacidade de visão de alto nível que nos permite examinar problemas de forma a
selecionar grupos comuns, encontrar generalidades, para melhor compreender o problema e construir.
Um modelo matemático é uma representação simplificada de uma situação da vida real, formalizado com
símbolos e expressões matemáticas.
Um exemplo da Física: Espaço = velocidade x tempo
Um modelo é composto por três elementos principais:
a) Variáveis de decisão e parâmetro;
b) Função objetivo;
c) Restrições.
a) Variáveis de Decisão e Parâmetros
As variáveis de decisão são as incógnitas, ou os valores desconhecidos, que serão determinados pela
solução do modelo, podem ser classificadas de acordo com as seguintes escalas:
• Contínuas;
• Discretas;
• Binárias.
• Variáveis Contínuas
Podem assumir quaisquer valores em um intervalo de números reais. Exemplos:
Sistema Real
Sistema
Simplificado
com a
Consideração
de Variáveis
Principais.
Modelo
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 Quantidade ótima a ser produzida (em litros) de cada tipo de refrigerante em uma empresa de bebidas.
 Quantidade ótima a fabricar (em kg) de cada tipo de cereal em uma empresa alimentícia.
 Porcentagem ótima de cada ativo a ser alocado na carteira de investimento etc.
• Variáveis Discretas
Podem assumir valores dentro de um conjunto finito ou uma quantidade enumerável de valores, sendo
aquelas provenientes de determinada contagem. Exemplos:
 Número ideal de funcionários por turno de trabalho.
 Unidades a fabricar de cada tipo de caminhão em uma indústria automobilística etc.
• Variáveis Binárias
Também conhecidas por variáveis dummy, podem assumir dois possíveis valores: 1 (quando a
característica de interesse está presente na variável) ou 0 (caso contrário). Exemplos:
 Fabricar ou não determinado produto.
 Abrir ou não uma nova localidade.
 Percorrer ou não determinado roteiro, etc.
• Parâmetros
São os valores fixos previamente conhecidos do problema. Exemplos:
 Demanda de cada produto para um problema de mix de produção.
 Custo variável para produzir determinado tipo de móvel.
 Lucro ou custo por unidade de produto fabricado.
 Custo por funcionário contratado.
 Margem de contribuição unitária quando da fabricação e venda de determinado eletrodoméstico.
b) Função Objetivo
A função objetivo é uma função matemática que determina o valor alvo que se pretende alcançar ou a
qualidade da solução, em função das variáveis de decisão e dos parâmetros, podendo ser uma função de
maximização (lucro, receita, nível de serviço, riqueza, expectativa de vida, entre outros atributos) ou de
minimização (custo, risco, erro, entre outros). Exemplos:
 Minimização do custo total de produção de diversos tipos de chocolates.
 Minimização do número de funcionários envolvidos em determinados serviços.
 Maximização do retorno sobre investimentos em fundos de ações e de renda fixa.
 Maximização do lucro líquido na fabricação de diversos tipos de refrigerantes.
c) Restrições
As restrições podem ser definidas como um conjunto de equações (expressões matemáticas de
desigualdade) que as variáveis de decisão do modelo devem satisfazer. As restrições são adicionadas ao
modelo de forma a considerar as limitações físicas do sistema, e afetam diretamente os valores das
variáveis de decisão. Exemplos:
 Capacidade máxima de produção.
 Risco máximo a que determinado investidor está disposto a se submeter.
 Número máximo de veículos disponíveis.
 Demanda mínima aceitável de um produto.
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A MODELAGEM
Quando nos vemos em situações nas quais uma decisão precisa ser tomada entre um leque de opções
possíveis e conflitantes, duas alternativas se apresentam: usar a intuição gerencial ou utilizar o processo
de modelagem a fim de realizar simulações alterando as variáveis do problema para encontrar a solução
ótima.
Até bem pouco tempo, a primeira opção era a mais utilizada. Com maior conhecimento dos
dados/informações sobre os problemas e a expansão da capacidade de processamento dos
computadores, a segunda opção vem sendo mais utilizada. Neste contexto, duas considerações são
importantes:
A quantidade de informações disponíveis cresce de maneira exponencial. A quantidade de dados é tão
grande que é impossível formular modelos que considerem todos os dados. Logo, para realizar a
modelagem, é necessário separar as informações relevantes das irrelevantes. Daí a necessidade de se
criar um modelo. Um modelo é uma simplificação da realidade.
A intuição não pode ser deixada de lado no processo de tomada de decisão. Portanto, a base de dados
da intuição não pode ser desperdiçada.
As duas opções devem ser utilizadas conjuntamente para aperfeiçoar os processos de tomada de
decisões. A intuição é especialmente relevante na seleção das informações relevantes para o problema
em questão, bem como na criação de possíveis cenários para análise, na validação e análise do modelo,
bem como dos resultados dos mesmos.
Fonte: Lachtermacher, 2009, p. 4.
Vantagens da Utilização de Modelos
• A utilização da modelagem no processo de tomada de decisões gera diversas vantagens:
• Modelos obrigam os tomadores de decisão a tornarem explícitos seus objetivos.
• Modelos forçam a identificação e armazenamento de diversas decisões que influenciam no
atingimento dos objetivos.
• Modelos forçam a identificação e armazenamento das relações entre diferentes decisões.
• Modelos forçam a identificação de limitações.
• Modelos forçam a determinação de variáveis a serem consideradas e sua quantificação.
• Modelos permitem a comunicação e o trabalho em grupo.
• Portanto, os modelos são ferramentas consistentes para o processo de avaliação e divulgação de
políticas empresariais distintas.
Tipos de Modelos
A literatura e a prática de gestão nos ensinam que existem basicamente três tipos de modelos: modelos
físicos, analógicos e os matemáticos ou simbólicos. Os modelos físicos seriam as maquetes. Os
analógicos representam as relações de diferentes maneiras. Os mapas, os velocímetros através de sua
escala circular são exemplos de modelos analógicos.
De maior interesse em situações empresariais, os modelos matemáticos ou simbólicos representam as
grandezas por variáveis de decisão e as relacionam por meio de expressões ou equações matemáticas.
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Logo, os modelos matemáticos se assentam sobre uma base quantificável. Um modelo matemático deve
possuir variáveis suficientes para que:
• Os resultados atinjam seus propósitos.
• O modelo apresente consistência de dados.
• O modelo possa ser analisado no momento disponível à sua concepção.
Num modelo simbólico, quando uma das variáveis representa uma decisão a ser tomada, o modelo é
denominado de decisão. Normalmente, decisões são tomadas para se atingir algum objetivo.
Consequentemente, nos modelos de decisão adicionamos uma variável que represente a medida de
performance dos objetivos (função objetivo).
Nunca devemos nos esquecer de que os modelos são uma simplificação da realidade. Para minimizarmos
os efeitos da simplificação devemos adicionar detalhes ao modelo para que:
• Os resultados atinjam os objetivos.
• Seja modelado e analisado em tempo disponível.
• Seja consistente com as informações disponíveis.
Os modelos matemáticos podem ser classificados em determinísticos ou probabilísticos. Os
determinísticos são aqueles em que todas as variáveis relevantes são conhecidas. Nos modelos
probabilísticos, uma ou mais variáveis não são conhecidas com certeza e essa incerteza deve ser
incorporada ao modelo.
Ferramentas da Pesquisa Operacional
Fonte: Belfiore & Fávero, 2012, p. 8.
• Modelos Determinísticos
Os modelos determinísticos são aqueles em que todas as variáveis envolvidas em sua formulação são
constantes e conhecidas. É resultante, portanto, de uma única solução exata, por vezes a solução ótima.
Os modelos determinísticos são frequentemente resolvidos por métodos analíticos (sistema de equações).
que geram solução ótima.
Modelos Determinísticos
Programação Linear
Programação em Redes
Programação Binária e Inteira
Programação Não Linear
Programação por Metas ou Multiobjetivo
Programação Dinâmica e Determinística
Modelos Estocásticos
Teoria das Filas
Modelos de Simulação
Programação Dinâmica Estocástica (Cadeia de Markov)
Teoria dos Jogos
Outras Técnicas
Metodologia Multicritério de Apoio à Decisão (AHP)
Análise Envoltória de Dados (DEA)
Inteligência Artificial
Inteligência Computacional
Heurísticas e Meta-heurísticas
Outras
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a) Programação Linear
Em problema de programação linear (PL), a função objetivo e todas as restrições do modelo serão
representadas por funções lineares das variáveis de decisão. Uma função é dita linear quando envolve
apenas constantes e termos com variáveis de primeira ordem, Caso contrário, a função é dita não linear.
A função objetivo corresponde a uma função linear.
A restrição também é linear. Graficamente, uma função linear será
representada por uma reta e todas as variáveis de decisão devem ser contínuas.
b) Programação Não Linear
Em um problema de programação não linear (PNL), pelo menos a função objetivo ou uma das restrições
será representada por uma função não linear das variáveis de decisão.
Função objetivo corresponde a uma função não linear.
As variáveis de decisão são contínuas.
c) Programação Binária e Inteira
Um problema é classificado como sendo de programação inteira quando todas as variáveis de decisão
do modelo são discretas. Quando parte das variáveis de decisão é binária e as demais são contínuas, o
modelo é chamado de programação inteira mista.
Por outro lado, quando se tem num mesmo modelo variáveis discretas e binárias, recai-se em um
problema de programação inteira binária.
d) Programação em Redes
Os problemas de programação em redes são modelados por meio de uma estrutura de grafos ou rede
que consiste em diversos nós, em que cada nó deve estar conectado a um ou mais arcos. Dentre os
modelos de programação em rede, podemos citar o problema clássico de transporte, o problema de
transbordo, o problema de designação, o problema do caminho mínimo, o problema do fluxo máximo etc.
e) Programação por Metas ou Multiobjetivos
A programação por metas ou multiobjetivos considera problemas com múltiplos objetivos ou metas.
Dessa forma, busca-se a minimização dos desvios entre os objetivos especificados por meio das variáveis
chamadas variáveis de desvios.
f) Programação Dinâmica Determinística
A programação dinâmica é utilizada quando o problema principal pode ser decomposto em
subproblemas. Ela possibilita a descrição do estado do sistema em função do avanço da contagem do
tempo, ao contrário dos modelos estáticos, que consideram apenas um dado momento. Na programação
dinâmica determinística, todas as variáveis envolvidas são não aleatórias.
• Modelos Estocásticos
Os modelos estocásticos utilizam uma ou mais variáveis aleatórias em que pelo menos uma de suas
características operacionais é definida por meio de funções de probabilidade. Dessa forma, os modelos
estocásticos geram mais de uma solução e buscam analisar os diferentes cenários, não tendo a garantia
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da solução ótima. Os modelos estocásticos são frequentemente resolvidos por meio de métodos
numéricos (programas de computador).
a) Teoria das Filas
A teoria das filas estuda o comportamento de um sistema especificamente no que diz respeito à formação
de filas por meio de análises matemáticas, a partir de um ou mais servidores que fornecem determinado
tipo de serviço a seus clientes. Esse tipo de modelagem é bastante utilizado, por exemplo, por gerencias
de O&M (Organização e Método) de bancos de varejo, com a preocupação de dimensionar agências e
seus check-outs em função de projeções de demanda.
b) Modelos de Simulação
A simulação é uma técnica numérica que estuda o comportamento de sistemas reais por meio de
modelos. Permite a comparação de diversos cenários, de forma a orientar o processo de tomada de
decisão por meio da análise de como as variações nos parâmetros de entrada afetam as variáveis de
saída. A simulação tem sido bastante utilizada para a solução de problemas onerosos e complexos, difíceis
de serem resolvidos por meio de experimentos ou métodos analíticos. Os modelos de simulação podem
ser determinísticos ou estocásticos, porém ressalta-se que os métodos analíticos são mais eficientes do
que os modelos de simulação para a solução de problemas determinísticos.
c) Programação Dinâmica Estocástica
A programação dinâmica estocástica é uma variação da programação dinâmica determinística para o
caso que pelo menos uma variável envolvida no sistema for aleatória. Existem vários tipos de modelos de
programação dinâmica estocástica, porém um caso particular refere-se à cadeia de Markov, em que a
probabilidade condicional (probabilidade de transição) de qualquer evento futuro é independente do evento
passado, dependendo apenas do estado presente.
d) Teoria dos Jogos
A teoria dos jogos é uma teoria matemática que estuda o processo de tomada de decisão entre dois ou
mais indivíduos que interagem entre si, de forma que a decisão de um participante dependerá dos demais
e vice-versa. A teoria dos jogos tem sido atualmente bastante aplicada em áreas de microeconomia,
finanças e estratégia.
• Outras Técnicas
a) Metodologia Multicritério de Apoio à Decisão
A metodologia multicritério de apoio à decisão (MCDA – Multicriteria Decision Analysis) tem por
finalidade estudar problemas com vários critérios simultaneamente, buscando selecionar a melhor escolha
dentre um conjunto de alternativas. O método mais conhecido no ambiente multicritério é o de análise
hierárquica (AHP – Analytic Hierarchy Process), que tem por objetivo dividir o problema estudado em
níveis hierárquicos com base no conhecimento e na experiência, de modo a auxiliar o processo de tomada
de decisão. Diversos trabalhos aplicados em finanças e contabilidade fazem uso dessa metodologia.
b) Análise Envoltória de Dados
A análise envoltória de dados (DEA – Data Envelopment Analysis) é uma técnica de programação
matemática que busca analisar o desempenho, em termos de eficiência relativa, de diferentes unidades
tomadoras de decisão (DMUs – Decision Marking Units), a partir de um conjunto de inputs e outputs. As
DMUs localizadas na fronteira de eficiência servirão de benchmark para as demais. A DEA tem sido
utilizada em diversas áreas do conhecimento, merecendo destaque as aplicações em gestão de políticas
públicas para avaliação de desempenho de estados e municípios, no que diz respeito à eficiência na
utilização de recursos voltados às áreas de saúde, educação e saneamento.
c) Inteligência Artificial (IA)
A IA é um tipo de inteligência produzida pelo homem para dotar as máquinas de algum tipo de habilidade
que simula a inteligência humana.
Alguns métodos de inteligência artificial, como algoritmos de busca heurística, vêm sendo largamente
utilizados para a resolução de diversos problemas de otimização combinatória, exemplos: busca tabu,
simulated annealing, também conhecido como têmpera ou recozimento etc.
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d) Inteligência Computacional (IC)
A IC é um campo da inteligência artificial que estuda algoritmos inspirados na natureza ou bioinspirados,
como redes neurais, lógica nebulosa e computação evolucionária. A computação evolucionária é uma
classe dos algoritmos de busca heurística baseado no princípio darwiniano de evolução natural das
espécies, exemplos: algoritmos genéticos, algoritmos meméticos, colônias de formigas, exame de
partículas, etc.
e) Heurísticas e Meta-heurísticas
As heurísticas e meta-heurísticas são um campo da Pesquisa Operacional, da IA e IC que surgiram
como alternativas aos métodos exatos para resolução de problemas de alta complexidade computacional.
O termo heurística vem do grego e significa descobrir. Uma heurística pode ser definida como um
procedimento de busca guiada pela intuição, por regras e ideias, visando encontrar uma boa solução.
A meta-heurística representa uma combinação de procedimentos de busca como estratégias de mais alto
nível, incluindo intensificação e diversificação, buscando escapar de ótimos locais com o intuito de
encontrar soluções muito próximas do ótimo global, porém sem garantia de otimalidade, exemplos: busca
tabu, o simulated annealing (recozimento simulado), os greedy randomized adaptive search procedures
(GRASP), os algoritmos genéticos, a colônia de formigas etc.
A IC é um subconjunto da IA, de forma que todo problema de IC também pode ser considerado um
problema de IA; o contrário já não é válido. Todos os algoritmos de busca heurística proveniente da IA e
os bioinspirados da IC também podem ser chamados ou classificados como meta-heurísticas, ou seja,
uma subárea da PO. O algoritmo Simplex, por exemplo, não pertence as áreas de IA e IC.
EXERCÍCIOS 1 DO TÓPICO INTRODUÇÃO
1. O que é Pesquisa Operacional? Quais as principais razões para a sua utilização?
2. Qual a relação entre Pesquisa Operacional e a tomada de decisão?
3. Quais os principais elementos contidos em um modelo matemático? Descreva e exemplifique cada um
deles.
4. Determinada variável de decisão pode ser classificada segundo quais escalas de mensuração? Quais as
diferenças existentes entre cada tipo de escala?
5. Classificar as variáveis segundo uma das escalas de mensuração.
a) Tempo de atendimento de cada cliente
b) Distância percorrida
c) Atuação em um ramo de atividade: indústria ou comércio
d) Número de lojas de um varejista
e) Número de computadores por departamento
f) Decisão se um veículo será designado a um determinado cliente
g) Área total de vendas
h) Quantidade de agências a serem inauguradas
i) Decisão se determinado armazém será ou não escolhido dentre um conjunto de alternativas
j) Tempo de processamento de pintura
k) Número de funcionários
l) Faturamento bruto
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m) Nível de serviço (alto ou baixo)
n) Escolha ou não de um projeto de investimento
6. Quais fases compreendem o estudo da Pesquisa Operacional?
7. Quais as principais diferenças entre os conceitos de modelos determinísticos e estocásticos?
8. Classificar as funções a seguir como lineares ou não lineares.
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2. INDRODUÇÃO À PROGRAMAÇÃO LINEAR - FORMULAÇÃO GERAL E MODELAGEM
A PO estrutura e formula um problema de otimização da vida real dentro de um modelo matemático que
reflete a essência do problema, de forma que as decisões (soluções) obtidas, possam ser aplicadas na
situação real.!!!
Uma vez realizada a formulação matemática do problema, é preciso aplicar métodos e algoritmos
desenvolvidos para a resolução do correspondente modelo de PO. Para isto podem ser utilizados as
ferramentas disponíveis para a resolução de modelos de PO.
Se o modelo foi corretamente formulado, a solução obtida pode ser uma boa aproximação da solução a
implementar na situação real. “Pode ser” em lugar de “é”. Qualquer modelo, como representação do
problema, possui um certo grau de incerteza, motivado fundamentalmente pelas simplificações efetuadas.
Realmente uma solução ótima do modelo pode estar longe de ser a solução ótima na situação real.
Modelo Matemático
Como fazer uma modelagem matemática?
O processo de modelagem deve considerar as seguintes condições:
Variáveis do problema. São fatores controláveis e quantificáveis. Representam as variáveis de decisão.
Parâmetros do problema. São os valores fixos do problema. Os valores financeiros dos dados os ou
custos fixos da produção são alguns exemplos.
Restrições. São aspectos que limitam a combinação de valores e variáveis de soluções possíveis.
Função objetivo. É uma função que busca maximizar ou minimizar, dependendo do objetivo do problema.
Ela é essencial na definição da qualidade da solução em função das incógnitas encontradas.
Resolução de Problemas pela Pesquisa Operacional (Programação Linear)
A utilização dessa ferramenta é dividida em seis fases: formulação do problema; construção do modelo;
cálculo do modelo; teste do modelo e da solução; controle das soluções; e implantação e
acompanhamento. Cada uma de suas seis fases deve ser transposta para se encontrar a solução ótima.
1. Formulação do problema. Nessa fase, determinamos o objetivo, identificamos restrições e
esboçamos possíveis caminhos a serem percorridos. Verificamos registros, coletamos informações
com máxima precisão e consistência possível.
2. Construção do modelo. Nessa fase predomina a modelagem matemática, ou seja, as equações e
inequações, seja na função objetivo, seja nas restrições. Cabe distinguir variáveis decisivas ( variáveis
controláveis), das não decisivas. Por exemplo, em uma situação de produção, a quantidade a ser
produzida é uma variável controlável. A demanda bem como o preço praticado pelo mercado são
exemplos de variáveis não controláveis.
3. Resolução do modelo. Também chamada de cálculo do modelo. É nessa fase que encontramos a
solução do modelo por meio da utilização de diversas técnicas, desde as mais simples para problemas
simples, até as técnicas mais modernas para resolução de problemas mais complexos. Existem muitos
softwares que permitem resolver problemas extremamente complexos com rapidez, confiabilidade e
extremo rigor. Exemplos: da LINDO Systems: What'sBest!, LINGO, LINDO API; da Microsoft: Solver
do Office Excel; da Maplesoft: MapleSim, Bordo, Global Optimization Toolbox; da OMP e da PLM, C-
PLEX, QM for Windows, MOSEK, entre outros.
4. Teste do modelo e da solução. Durante essa fase, verificamos se os resultados encontrados
atendem o modelo real do problema. A simulação, após sua implantação, nos permite detectar se
novas soluções são necessárias para possíveis melhorias.
5. Controle das soluções. Devemos identificar parâmetros e valores fixos que envolvem o problema. O
controle dos parâmetros é importante para detectar desvios durante o processo. As variações nos
parâmetros implicam em correção do modelo.
6. Implantação e acompanhamento. Nessa fase avaliamos os resultados para fazer ajuste, se
necessário, no modelo.
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Hipóteses do Modelo de Programação Linear
Segundo Hillier e Liebernman (2006), qualquer modelo de PL deve cumprir as seguintes hipóteses que
garantem a linearidade da função objetivo e das restrições do problema.
Estas hipóteses são:
• H1-Proporcionalidade
Em cada atividade a quantidade de bens que entram e saem são sempre proporcionais ao nível da mesma,
isto é, se por exemplo, for duplicado o nível de uma atividade, ter-se-ão de duplicar todos os "inputs" (os
recursos utilizados) sendo duplicados todos os "outputs" (os produtos).
𝑥𝑥𝑗𝑗𝑃𝑃𝑗𝑗 = 𝑥𝑥𝑗𝑗�𝑎𝑎1𝑗𝑗, 𝑎𝑎2𝑗𝑗, . 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 … , 𝑎𝑎𝑀𝑀𝑀𝑀� = �𝑥𝑥𝑗𝑗𝑎𝑎1𝑗𝑗, 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑎𝑎2𝑗𝑗, . 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 … , 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑎𝑎𝑀𝑀𝑀𝑀�
• H2-Aditividade
Dadas N atividades, o resultado do emprego conjunto das mesmas é a sua adição. Por exemplo,
combinando as atividades Pr e Ps tem-se uma nova atividade, resultante da combinação destas:
• H3 - Divisibilidade e não negatividade
O nível de uma atividade pode assumir qualquer valor positivo de um dado intervalo, o que equivale a
supor que os bens são perfeitamente divisíveis, isto é, susceptíveis de variar em quantidades infinitesimais.
• H4 - Linearidade da função objetivo
Cada atividade contribui para o objetivo global perseguido pelo sistema (por exemplo, cada atividade
normalmente tem associado um certo lucro ou um certo custo). Esta hipótese indica que essa contribuição
para a função econômica é proporcional ao nível da atividade. A contribuição total é a soma das
contribuições de todas as atividades.
OBS: As hipóteses H1 e H3 traduzem a linearidade das atividades e, atendendo a H4, pode concluir-se
que se está em presença de um modelo linear.
Resumindo
A programação linear é uma técnica de modelo matemático, desenhada para otimizar o uso de recursos
limitados.
Suposições da Programação Linear
Existem 6 características necessárias nos problemas de programação linear:
a) Divisibilidade
b) Linearidade
c) Aditividade
d) Proporcionalidade
e) Certeza
f) Não Negatividade
• Divisibilidade: Este suposto indica que as variáveis podem ter valores fracionários, isto é, em
essência os valores que tomam as variáveis pertencem aos números reais.
• Linearidade: Neste caso as expressões algébricas para as variáveis só consideram expressões
de ordem 1 e não permitem multiplicação entre as variáveis tanto na função objetivo, quanto nas
restrições implementadas.
• Aditividade: Este suposto indica que os relacionamentos entre variáveis são de somas e
subtrações, nenhuma outra operação além dessas.
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• Proporcionalidade: Indica que as contribuições de cada variável de decisão são proporcionais
ao valor da variável de decisão. As contribuições da variável de decisão acontecem tanto na
função objetivo como no lado esquerdo das restrições.
• Certeza: Esta suposição indica que todos os parâmetros utilizados nos modelos são conhecidos
com certeza. Muitas vezes essa suposição não é verdadeira, para isto, é necessário fazer a análise
de sensibilidade com a finalidade de atender os parâmetros em questão.
• Não Negatividade: Não Economia, Administração e em geral nas Ciências Sociais, as variáveis
só aceitam valores positivos, isto é, as soluções se encontram no primeiro quadrante.
Modelos usuais de Programação Linear
• Problema do Caminho Mínimo: Seu objetivo é determinar a rota de menor caminho (distância,
tempo ou custo) existente entre um ponto de origem (cidade, endereço, computador, objeto etc.) e
um ponto de destino.
• Problema de Localização de Facilidades: Seu objetivo é determinar a localização e capacidade das
facilidades (restaurantes, depósitos, antenas de rádio etc.) de forma a suprir a demanda da região
toda com um custo mínimo e/ou lucro máximo (considerando um determinado período). Cada
facilidade possui normalmente um custo fixo de instalação e custos variáveis de operação
• Problema da Mochila: Seu objetivo consiste em determinar as capacidades adequadas de cada
compartimento e como esses devem ser carregados, maximizando o valor de utilidade total,
descontado o custo de incluir compartimentos.
• Escolha da Mistura para Rações: Seu objetivo é formular uma ração formada a partir da mistura
dos grãos que atenda às necessidades mínimas e máximas de nutrientes e tenha um custo mínimo.
• Bin-packing / Cutting Stock: Seu objetivo é determinar a quantidade mínima possível de barras para
que sejam cortados todos os pedaços necessários para suprir a demanda.
• Fornecimento de Produtos através de uma Rede de Transportes: Seu objetivo é determinar a
quantidade do produto que cada fornecedor deve enviar para cada depósito, de forma que o custo
total do transporte seja mínimo, que cada depósito tenha sua demanda atendida, e que nenhum
depósito estoure sua capacidade de fornecimento.
• Problemas de Produção: Seu objetivo é determinar as atividades que devem ser realizadas ou
produzidas de forma a maximizar o lucro ou minimizar o custo de produção, levando-se em conta a
quantidade máxima disponível para cada insumo.
• O Problema de Designação (caso particular do problema de transporte): Seu objetivo é minimizar o
custo total para executar um conjunto de tarefas, onde cada tarefa deve ser executada por uma única
máquina, e cada máquina executa uma única tarefa.
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O MODELO DE PROGRAMAÇÃO LINEAR
A forma padrão ou "standard" e a forma canônica
O modelo de PL pode ser também apresentado nas seguintes formas típicas:
• Forma padrão ou standard - Quando as restrições de um modelo de Programação Linear são
apresentadas na forma de equações.
• Forma canônica - Quando as restrições de um modelo de Programação Linear são apresentadas na
forma de inequações.
onde,
aij (i = 1, ...,m; j = 1, ...,n) → coeficientes técnicos ou tecnológicos,
b1, b2, ..., bm → termos independentes (constantes de restrição ou segundos membros),
c1 , c2, . . . , cn → coeficientes da função objetivo (coeficientes de custo),
x1 , x2, . . . , xn → variáveis de decisão (principais ou controláveis),
→ função objetivo (econômica ou critério),
→ restrições (restrições funcionais), em que apenas se verifica uma das relações,
→ condições de não negatividade.
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Operações de reformulação
As duas formas apresentadas (padrão e canônica) são equivalentes. Com efeito, mediante as operações
a seguir indicadas, é sempre possível dar a qualquer problema uma destas formas, sem que o conjunto
de soluções se altere.
1. Qualquer problema de maximização pode converter-se num problema de minimização, pois: máximo
Z = - mínimo (-Z);
2. Qualquer restrição de desigualdade do tipo “≤” pode ser convertida numa restrição do tipo “≥”
multiplicando por (-1) ambos os seus membros:
3. Qualquer restrição de igualdade pode ser convertida em duas restrições de desigualdades “≤”
equivalentes àquela:
4. Qualquer restrição de desigualdade pode ser convertida numa restrição de igualdade, através da
introdução duma nova variável (variável de desvio ou folga) xN+1, de valor não negativo:
Acrescentando-se a variável de folga xN+1, obtém-se:
5. Qualquer variável livre (não restringida pela condição de não negatividade) xj, pode ser substituída por
um par de variáveis não negativas xj' ≥ 0 e xj'' ≥ 0, fazendo xj = xj' - xj'' e deste modo formulando de
novo o problema em função destas duas novas variáveis.
Soluções do Modelo
O objetivo da PL é determinar de entre as soluções admissíveis uma que seja a “melhor” medida pelo valor
da função objetivo do modelo. Por "melhor" entende-se o maior ou menor valor da função objetivo,
dependendo se o modelo é de maximizar ou de minimizar.
Ao resolver um problema de PL pode ocorrer uma das seguintes situações:
• O problema tem uma única solução ótima;
• O problema tem múltiplas soluções ótimas (uma infinidade);
• O problema não tem ótimo finito: A região de admissibilidade é não limitada e o valor da função
objetivo Z cresce indefinidamente no sentido favorável (positivo ou negativo);
• O problema é impossível, não tem nenhuma solução: Isto acontece quando não existem soluções
admissíveis, isto é, o conjunto de soluções admissíveis é vazio.
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PROBLEMAS CLÁSSICOS DE PROGRAMAÇÃO LINEAR - RESOLVIDOS PASSO A PASSO
Maximização (Produção)
1. Uma metalúrgica deseja maximizar sua receita bruta. A tabela a seguir ilustra a proporção de cada
material na mistura para obtenção das ligas de fabricação. O preço está cotado em Reais por tonelada de
liga fabricada. Também em toneladas estão expressas as restrições de disponibilidade da matéria prima.
Formular o modelo de Programação Matemática.
O objetivo é maximizar a quantidade de cada tipo liga a ser produzida...mas, sabendo que as suas
possibilidades de escolha estão limitadas por restrições em relação a disponibilidade de matéria prima.
Escolha da variável de decisão:
X1: quantidade (em ton) produzida da liga i
i = 1 se liga de baixa resistência
i = 2 se liga de alta resistência
Logo:
X1 = quantidade de liga de baixa resistência
X2 = quantidade de liga de alta resistência
Elaboração da Função Objetivo
FO(max) ou Z(max) = 3000x1 + 5000x2
Restrições impostas ao problema (variáveis tecnológicas)
Restrições de não-negatividade
Algoritmo do problema matemático:
FO (max) ou Z(max) = 3000x1 + 5000x2
s.a. (sujeito a)
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Minimização (Mistura)
2. Um criador de porcos pretende determinar as quantidades de cada tipo de ração que devem ser dadas
diariamente a cada animal por forma a conseguir uma certa qualidade nutritiva a um custo mínimo.
Os dados relativos ao custo de cada tipo de ração, às quantidades mínimas diárias de ingredientes
nutritivos básicos a fornecer a cada animal, bem como às quantidades destes existentes em cada tipo de
ração (g/kg) constam do seguinte quadro:
Ração
Ingredientes nutritivos
Granulado Farinha
Quantidade mínima
requerida
Carboidratos 20 50 200
Vitaminas 50 10 150
Proteínas 30 30 210
Custo (R$ / kg) 0,10 0,05
1º Passo: Equacionar o problema.
O objetivo do criador de porcos é minimizar o custo total da alimentação dos porcos..., mas, sabendo
que as suas possibilidades de escolha estão limitadas por restrições em relação ao regime alimentar de
cada animal.
Sejam x1 e x2 as quantidades (em Kg) de granulado e farinha, respectivamente, a fornecer diariamente a
cada animal.
O custo total a suportar diariamente com a alimentação de cada animal é pois
𝑍𝑍(Min) = 0,10𝑥𝑥1 + 0,05𝑥𝑥2
O regime alimentar de cada animal está restringido em relação a:
20𝑥𝑥1 + 50𝑥𝑥2 ≥ 200 (𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)
50𝑥𝑥1 + 10𝑥𝑥2 ≥ 150 (𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉)
30𝑥𝑥1 + 30𝑥𝑥2 ≥ 210 (𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃í𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛)
Sabendo que a quantidade de cada ração a fornecer diariamente é não negativa, isto é, x1 ≥ 0 e x2 ≥ 0,
tem-se, finalmente o modelo de Programação Linear (PL) que permite estabelecer a “dieta” dos porcos:
𝑍𝑍(Min) = 0,10𝑥𝑥1 + 0,05𝑥𝑥2
Sujeito a: ou s.a.
20𝑥𝑥1 + 50𝑥𝑥2 ≥ 200
50𝑥𝑥1 + 10𝑥𝑥2 ≥ 150
30𝑥𝑥1 + 30𝑥𝑥2 ≥ 210
x1 ≥ 0 e x2 ≥ 0
2º Passo: Resolução do problema
Existem várias soluções para este problema, ou seja, o regime alimentar pode variar. No entanto vai existir
apenas uma, que é a melhor de todas, ou seja, aquela que minimiza o custo do regime alimentar.
Vejamos por exemplo uma solução particular.
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Se x2 = 0 e x1 = 10 tem-se uma solução admissível porque:
Restrição 1: 20𝑥𝑥1 + 50𝑥𝑥2 ≥ 200  20x10 + 50x0 ≥ 200  200 ≥ 200  Verdade
Restrição 2: 50𝑥𝑥1 + 10𝑥𝑥2 ≥ 150  50x10 + 10x0 ≥ 150  500 ≥ 150  Verdade
Restrição 3: 30𝑥𝑥1 + 30𝑥𝑥2 ≥ 210  30x10 + 30x0 ≥ 150  300 ≥ 210  Verdade
E se verifica x1 ≥ 0 e x2 ≥ 0, por isso (x1, x2) = (10,0) é uma solução admissível para o problema porque
satisfaz as quantidades mínimas diárias de ingredientes nutritivos a fornecer a cada animal.
Uma questão que se coloca: será uma boa solução? Repara-se que esta solução tem um custo de 𝑍𝑍(Min) =
0,10𝑥𝑥1 + 0,05𝑥𝑥2  𝑍𝑍(Min) = 0,10𝑥𝑥10 + 0,05𝑥𝑥0  Z = 1 Real de custo, na alimentação diária de cada
animal.
Será que não é possível melhorar esta solução, ou seja, será que não é possível reduzir este custo?
Por exemplo se x1 = 7 e x2 = 2, tem-se também uma solução admissível com custo igual a:
Z = 0,10x7 + 0,05x2 = 0,8 Reais, que é uma solução melhor do que a anterior.
Mais à frente veremos o processo que vai permitir encontrar a solução ótima desse problema.
Obs.: A mesma técnica se aplica para verificar um problema de maximização, pois não se pode
violar as restrições do problema.
Minimização (Transporte)
3. Uma empresa têxtil possui duas fábricas, F1 e F2, situadas no interior e no litoral do país. A fábrica F1
possui uma capacidade produtiva mensal de 6000 casacos e a fábrica F2 de 9000 casacos.
Após a confecção, os casacos são enviados para 4 armazéns, A1, A2, A3 e A4, para posteriormente serem
distribuídos. A fábrica F1 apenas pode enviar casacos para os armazéns A1, A2 e A3, enquanto a fábrica
F2 tem apenas acesso aos armazéns A2, A3 e A4.
Os custos unitários de transporte, assim como as capacidades dos armazéns encontram-se na tabela
seguinte:
A1 A2 A3 A4 Oferta
F1 X11 40 X12 50 X13 55 X14 --- 6000
F2 X21 --- X22 60 X23 30 X24 50 9000
Capacidade 2500 4500 5500 3500
Formule o modelo em PL.
Forma de representação em rede:
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Definição das Variáveis de Decisão:
𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖: 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄 𝑎𝑎 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑓𝑓á𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 i 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐.
i = 1, 2 i=1- Fab.1 i=2 - Fab.2
j = 1, 2, 3, 4 j=1 - A1 j=2 - A2 j=3 - A3 j=4 - A4
Função Objetivo (FO):
𝑍𝑍(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀.𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶) = 40𝑥𝑥11 + 50𝑥𝑥12 + 55𝑥𝑥13 + 60𝑥𝑥22 + 30𝑥𝑥23 + 50𝑥𝑥24
EXERCÍCIOS 2 DO TÓPICO INDRODUÇÃO À PROGRAMAÇÃO LINEAR
1. Quais são as hipóteses que devem ser observadas na formulação de problemas de programação linear?
Descreva sobre cada uma das hipóteses.
2. Descreva sobre os tipos de problemas usuais de Programação Linear.
3. Um grupo empresarial montou fábricas destinadas à produção de aparelhos de ar-condicionado para
veículos. A fábrica instalada em Canoas produz mensalmente 2.100 aparelhos destinados à caminhões e
1.700 aparelhos destinados à automóveis. A fábrica de Gravataí produz 2.710 aparelhos destinados à
caminhões e não produz aparelhos destinados à automóveis. A fábrica instalada em Cachoeirinha produz
2.310 aparelhos de ar-condicionado para automóveis e não produz aparelhos destinados a caminhões. Os
custos para as fábricas trabalharem e produzirem alcançam mensalmente R$2.140.000,00,
R$2.350.000,00 e R$2.135.000,00 respectivamente. A empresa fechou um contrato de exportação e
deverá produzir, no mínimo 39.560 aparelhos de ar-condicionado para caminhões e 37.120 aparelhos de
ar-condicionado para automóveis.
Formule um problema matemático buscando encontrar uma decisão do empresário.
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4. O administrador de uma pequena fábrica de móveis está pensando em otimizar a utilização dos recursos
de seu estoque. Essa fábrica produz poltronas em dois modelos, "Albany" e "Bridget", forradas em brim e
lona.
Ele sabe que para forrar uma poltrona "Albany" são precisos 2 m2 de brim e 6 m2 de lona. Já para forrar
uma poltrona "Bridget" são precisos 4 m2 de brim e 4 m2 de lona. No estoque, a fábrica dispõe de 160
m2 de brim e 240 m2 de lona.
Qualquer dos modelos de poltrona é vendido por R$ 160,00.
Com essas informações, de que modo o administrador pode sugerir à produção da fábrica para obter a
máxima renda? Em outras palavras, qual é o número de poltronas de cada modelo que devem ser forradas
para otimizar a renda?
5. Uma empresa produz e vende cinco produtos. Os preços, custos e despesas são:
A partir deste mês a empresa formalizou um contrato de entrega de 1.000 produtos Alfa, projetando a
venda máxima de mais 4.000 unidades do produto, para os meses seguintes. O produto Sigma é fabricado
especialmente para atender o mercado fora do Estado e é vendido para um cliente específico, numa
quantidade fixa de 120 unidades por mês. Os outros três produtos (Beta, Delta e Gama), têm grande
procura, de modo que qualquer quantidade produzida é absorvida pelo mercado. O processamento de
fabricação passa por três departamentos, cuja produção é limitada pela utilização de horas-máquinas
disponíveis. No quadro abaixo, é apresentado os coeficientes de utilização por unidade produzida de cada
produto.
Os custos e despesas fixos para o presente mês devem importar em 100.000,00. A gerência administrativa
da empresa quer conhecer qual deve ser a produção do mês deste mês, em termos de combinação dos
cinco produtos que venham a apresentar o melhor resultado operacional possível (maior lucro), nas
condições de produção, custos, despesas e vendas programadas.
6. Uma fábrica produz dois tipos de brinquedos de madeira: soldados e trens. Um soldado é vendido por
$27 e usa $10 de matéria prima. Cada soldado que é fabricado tem um custo adicional de $14 relativo à
mão de obra. Um trem é vendido por $21 e gasta $9 de matéria prima. O custo de mão de obra adicional
para cada trem é de $10. A fabricação destes brinquedos requer dois tipos de mão de obra: carpintaria e
acabamento. Um soldado necessita de 2 horas para acabamento e 1 hora de carpintaria. Um trem
necessita de 1hora para acabamento e 1 hora de carpintaria. Cada semana, a fábrica pode obter qualquer
quantidade de matéria prima, mas tem a disposição até 100 horas de acabamento e 80 de carpintaria. A
demanda por trens é ilimitada, mas a venda de soldados é de no máximo 40 por semana. A fábrica quer
maximizar seu lucro diário (receitas-custo). Com estes dados, será formulado o modelo matemático que
poderá auxiliar na maximização do lucro semanal.
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7. O problema do mix de produção
A empresa Dalai-Lama deseja planejar a produção de incensos. Os incensos requerem dois tipos de
recursos: mão de obra e materiais. A empresa fabrica três tipos de incenso, cada qual com diferentes
necessidades de mão de obra e materiais, conforme tabela abaixo:
A disponibilidade de materiais é de 200 g/dia. A mão de obra disponível por dia é de 150 horas. Formule
um problema de programação linear para determinar quanto deve ser produzido de cada tipo de incenso,
tal que o lucro total seja maximizado.
8. Um fazendeiro deseja determinar quantos acres de milho e trigo ele deve plantar esse ano. Um acre de
trigo rende 25 sacas e requer 10 horas de trabalho/semana. A saca vale $4 no mercado. Um acre de milho
rende 10 sacas e requer 4 horas de trabalho/semana. A saca vale $3 no mercado. O governo garante a
compra de 30 sacas de milho/ano.
O fazendeiro dispõe de 7 acres de terra e pode trabalhar 40 horas/semana.
Formule o problema tal que os ganhos do fazendeiro sejam maximizados.
9. Uma firma estabelece um contrato com um cliente para fornecer 500 unidades do produto A e 700
unidades do produto B ao final de 2 meses. Os custos de produção (R$/unid.) variam de acordo com o
mês, conforme a tabela abaixo:
A entrega ao cliente será realizada de uma única vez no final do segundo mês. Os itens fabricados no
primeiro mês serão estocados até a entrega. Os custos unitários de armazenamento são respectivamente
R$ 0.10 e R$ 0.20 para os produtos A e B. Além disso, a matéria-prima deixada de um mês para o outro
custa R$ 0.01 por Kg para ser estocada. Considere que a matéria-prima que sobre ao final do segundo
mês já está computada no custo de fabricação e que a mão de obra excedente pode ser aproveitada em
outras atividades. O consumo de matéria-prima e mão de obra por unidade de produto fabricado bem
como as disponibilidades da firma são mostrados na tabela abaixo:
Planeje o processo produtivo da empresa para cumprir o contrato a custo total mínimo.
10. O Problema de Carregamento de Aviões
Um avião de transporte possui três compartimentos para carga, a saber: compartimento frontal,
compartimento central e compartimento da cauda. A Tabela 1 resume a capacidade do aparelho:
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Objetivando o equilíbrio do voo, é indispensável que a distribuição da carga seja proporcional entre os
compartimentos. Para carregar o avião, existem dois tipos de containers. Na Tabela 2 temos informações
adicionais sobre os containers.
Elaborar o problema de programação linear que otimize a distribuição da carga de forma a maximizar o
lucro do voo do cargueiro.
11) Problema Mix de Produção
A empresa Venix de brinquedos está revendo seu planejamento de produção de carrinho e triciclos. O
lucro líquido por unidade de carrinho e triciclo produzido e de R$12,00 e R$60,00, respectivamente. As
matérias-primas e os insumos necessários para a fabricação de cada um dos produtos são terceirizados,
cabendo à empresa os processos de usinagem, pintura e montagem. O processo de usinagem requer 15
minutos de mão de obra especializada por unidade de carrinho e 30 minutos por unidade de triciclo
produzido. O processo de pintura requer 6 minutos de mão de obra especializada por unidade de carrinho
e 45 minutos por unidade de triciclo produzida. Já o processo de montagem necessita de 6 minutos e 24
minutos para uma unidade de carrinho e triciclo produzido, respectivamente. O tempo disponível por
semana é de 36, 22 e 15 horas para o processo de usinagem, pintura e montagem, respectivamente. A
empresa quer determinar quanto produzir de cada produto por semana, respeitando as limitações de
recursos de forma a maximizar o lucro líquido semanal. Formular o problema de programação linear que
maximiza o lucro líquido da empresa Venix.
12. Problema de Produção: A empresa de tintas “Pinta Bem” que produz tintas para interiores e
exteriores, ela utiliza para a produção dos dois tipos de tintas, dois tipos de matérias primas, digamos T1
e T2. A tabela a seguir proporciona a disponibilidade de Matéria Prima e sua utilidade por cada tipo de
tinta.
Uma pesquisa de mercado restringe a demanda máxima diária de pintura para interiores a 2 toneladas.
Além disso, a demanda diária de pintura para interiores não pode exceder a de pintura para exteriores por
mais de uma tonelada.
A empresa de tintas “Pinta Bem” quer determinar a mistura de produto ótima para interiores e exteriores
de forma que produza a máxima utilidade possível diariamente.
Formule o algoritmo matemático para o problema.
13. Problema de Mistura: A empresa “Raízes”, que utiliza diariamente pelo menos 800 Kg de alimento
especial. Este alimento especial é uma mistura de milho e semente de soja com a composição seguinte:
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Os requerimentos dietéticos diários de alimento especial consideram que pelo menos um 30% de proteínas
e quanto muito 5% de fibras, devem ser considerados na mistura. A empresa “Raízes” deseja determinar
o custo mínimo diário de mistura de alimentos.
Formule o algoritmo matemático para o problema.
14. Problema de Transporte: Uma transportadora da Sibéria utiliza cães samoieda e husky siberiano
para transportar cargas entre duas cidades. A capacidade de carga de um samoieda é de até 100 Kg,
enquanto a do husky siberiano é de até 50 Kg. Durante a viagem, um samoieda consome 3 montes de
ração e 10 litros de água. Um husky siberiano consome 2 montes de ração e 8 litros de água. A empresa
possui várias estações de alimentação intermediárias entre as duas cidades. Estas estações dispõem, no
momento, de 400 litros de água e 300 montes de ração. Os samoiedas e husky siberianos utilizados pela
firma são alugados e o preço do aluguel é de $ 30,00 por samoiedas e $ 20,00 por husky siberianos. Existe
no momento uma necessidade de transporte de 1.000 Kg. Quantos samoiedas e husky siberianos devem
ser utilizados de modo a minimizar o custo do aluguel pago?
Formule o algoritmo matemático para o problema.
15. Fornecimento de Produtos através de uma Rede de Transportes: Deseja-se transportar arroz de
três armazéns (1, 2 e 3) a três centros consumidores distintos (A, B e C). Cada armazém apresentou os
seguintes níveis de estoque de arroz em determinado mês:
Qual será a quantidade de arroz a ser transportado entre armazém e cada centro consumidor, de tal forma
que as demandas de cada centro sejam supridas e que o custo total de transporte seja mínimo?
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3. MÉTODO GRÁFICO
Utilizar o Geogebra – Download https://www.geogebra.org/download?lang=pt
Utilizar o aplicativo PHPSimplex - http://www.phpsimplex.com/simplex/simplex.htm?l=pt
Interpretação Gráfica
A partir da modelagem matemática de um problema de PL, pode-se encontrar a sua solução através da
interpretação gráfica da função objetivo e das restrições operacionais, desde que o problema possua no
máximo duas variáveis de decisão.
Este tipo de solução não tem aplicação prática pois os problemas do mundo real têm sempre muito mais
variáveis (dezenas, centenas e até milhares).
No entanto, a solução gráfica nos ajudará a entender os princípios básicos do método analítico, chamado
de método Simplex, usado para resolver os modelos de P. Linear.
Por que somente até duas variáveis?
No espaço de 2 dimensões uma igualdade representa uma reta.
É importante perceber que cada desigualdade representa um semiespaço.
Definições Importantes:
REGIÃO VIÁVEL: É um conjunto de soluções que satisfazem as restrições do problema.
SOLUÇÃO VIÁVEL: É uma solução que pertence à região viável.
VÉRTICES: São os pontos de interseção das restrições do problema.
VÉRTICES DA REGIÃO VIÁVEL: São os pontos de interseção das restrições do problema que fazem
parte da região viável.
Vamos resolver o seguinte problema graficamente
Maximizando receitas
Usar métodos gráficos para encontrar o valor ótimo de uma função linear sujeita a restrições.
Exemplo 1. A Chairco fabrica dois tipos de cadeiras, padrão e de luxo. Para as cadeiras padrão são
necessárias 2 horas para montagem e acabamento, ao passo que para as cadeiras de luxo são
necessárias 3 horas. Para as operações de tapeçaria são necessárias 1 hora para cadeiras padrão e 3
horas para as cadeiras de luxo. Há uma disponibilidade de 240 horas por dia para montagem e
acabamento e 150 horas para as operações de tapeçaria. Se a receita proveniente de cadeiras padrão for
de $ 89 por unidade e de cadeiras de luxo for de $ 133,50, quantas unidades de cada tipo deverão ser
produzidas por dia para maximizar a receita?
Sejam x o número de cadeiras padrão produzidas por dia e y o número de cadeiras de luxo. Assim, a
função para a receita diária será dada por R = 89x + 133,5y. Existem restrições para a montagem e
acabamento (não mais do que 240 horas/ dia) e para as operações de tapeçaria (não mais do que 150
horas/dia). Portanto, temos o seguinte:
Restrição de montagem/acabamento: 2x + 3y ≤ 240
Restrição para as operações de tapeçaria: x + 3y ≤ 150
Como todas as quantidades devem ser não-negativas, também temos as restrições x ≥ 0 e y ≥ 0.
Portanto, procuraremos resolver o seguinte problema:
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O conjunto viável é a região sombreada, fechada e limitada, indicada na Figura.
Os vértices da região viável são (0, 0), (120, 0), (0, 50) e (90, 20). Todos estes pontos são óbvios, exceto
(90, 20), que pode ser encontrado resolvendo simultaneamente 2x + 3y = 240 e x + 3y = 150. Testando a
função objetivo nos vértices, obtemos o seguinte:
Em (0, 0), R = 89x + 133,5y = 0
Em (120, 0), R = 89x + 133,5y = 10.680
Em (0, 50), R = 89x + 133,5y = 6675
Em (90, 20), R = 89x + 133,5y = 10.680 (Solução ótima)
Portanto, a receita máxima de $ 10.680 ocorre tanto no ponto (120, 0) quanto no ponto (90, 20). Isto
significa que a receita será maximizada não somente nestes dois pontos como também em qualquer ponto
sobre o segmento que os une. Por exemplo, o ponto (105, 10) se encontra sobre este segmento e a receita
neste ponto também é de $ 10.680:
89x + 133,5y = 89(105) + 133,5(10) = 10.680
Exemplo 2. Minimizando Custos de Produção
Duas indústrias químicas que produzem três tipos de fertilizantes: com baixo teor de fósforo (BTF), com
médio teor de fósforo (MTF) e com alto teor de fósforo (ATF). Lembre-se que o fertilizante é produzido em
um único lote, de modo que os três tipos de produtos são fabricados em proporções fixas. A fábrica
localizada em Macon produz 1 t de BTF, 2 t de MTF e 3 t de ATF em uma única operação e ela cobra $
600 por aquilo que é produzido em uma operação, ao passo que uma operação da fábrica localizada em
Jonesboro produz 1 t de BTF, 5 t de MTF e 1 t de ATF e cobra $ 1.000 por aquilo que é produzido em uma
operação. Se um cliente precisar de 100 t de BTF, 260 t de MTF e 180 t de ATF, quantos lotes de produção
devem ser encomendados de cada fábrica para minimizar os custos?
Se x representar o número de operações encomendadas da fábrica em Macon e y o número de operações
encomendadas da fábrica em Jonesboro, então procuraremos minimizar o custo C = 600x + 1000y
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A tabela a seguir resume os recursos de produção e as necessidades do cliente.
Usando o número de operações solicitadas e o fato de as necessidades deverem ser atendidas ou
ultrapassadas, podemos formular as seguintes restrições:
Representar graficamente este sistema fornece o conjunto soluções viáveis indicado na Figura.
Novamente, a função objetivo tem um mínimo muito embora o conjunto de soluções viáveis não seja
fechado e limitado. Os vértices são (0, 180), (40, 60), (80, 20) e (130, 0), onde (40, 60) é obtido resolvendo
simultaneamente x + y = 100 e 3x + y = 180 e onde (80, 20) é obtido resolvendo simultaneamente x + y =
100 e 2x + 5y = 260.
Calculando C = 600x + 1.000y em cada vértice, obtemos
Em (0, 180), C = 180.000
Em (40, 60), C = 84.000
Em (80, 20), C = 68.000 (Solução ótima)
Em (130, 0), C = 78.000
Portanto, para minimizar custos, o cliente deveria fazer pedidos de 80 lotes de produção da fábrica em
Macon e 20 lotes da fábrica em Jonesboro.
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EXEMPLO PELO MÉTODO GRÁFICO PASSO A PASSO
Problema de Produção
Um empresário tem duas pequenas fábricas de bicicletas (3 e 10 marchas). A fábrica "A" produz 2
bicicletas de 3 marchas e 1 de 10 marchas por dia; a fábrica "B" 1 e 5 respectivamente. Para operar a
fábrica "A" custa 3,00 $/dia e a fábrica "B" 2,00 $/dia.
O empresário recebeu um pedido de 10 bicicletas de 3 marchas e 15 bicicletas de 10 marchas.
Como dividir a produção para minimizar o custo. Resolva pelo gráfico e faça a análise do resultado.
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CASOS ESPECIAIS
a) (Max) Z = 2x1 + 4x2
s.a.
2x1 - x2 >= -2
x1 + 2x2 <= 8
xi >= 0
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c) (Min) Z = 2x1 + 3x2
s.a.
x1 + x2 >= 5
-x1 - x2 >= 3
xi >= 0
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EXERCÍCIOS 3 DO TÓPICO MÉTODO GRÁFICO
1. (Manufatura). A Wellbuilt Company produz dois modelos de plainas para madeira, Econômico e Luxo.
O modelo Luxo precisa 3 horas para a montagem e 12 hora para a pintura, ao passo que o modelo
Econômico precisa de 2 horas para a montagem e 1 hora para a pintura. O número máximo de horas
disponíveis por dia para a montagem é de 24, ao passo que o número máximo de horas para pintura é de
8 por dia. Se o lucro no modelo Luxo for de $ 15 por unidade e o lucro no modelo Econômico for de $ 12
por unidade, quantas unidades de cada modelo irão maximizar o lucro?
2. (Nutrição). Um pesqueiro em um lago particular possui dois tipos de peixes, robalos e trutas. O
proprietário fornece dois tipos de alimento, A e B, para esses peixes. Os robalos precisam de 2 unidades
do alimento A e 4 unidades do alimento B e as trutas precisam de 5 unidades do alimento A e 2 unidades
do alimento B. Se o proprietário tiver 800 unidades de cada alimento, encontre o número máximo de peixes
que o lago pode sustentar.
3. Resova os problemas abaixo utilizando o método gráfico
(Max) Z = 20x1 + 60x2
s.a.
70x1 + 70x2 <= 4900
90x1 + 50x2 <= 4500
2x1 <= 80
3x2 <= 180
x1 e x2 >=0
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4. MÉTODO SIMPLEX
HARSHBARGER & REYNOLDS. Matemática aplicada à
administração, economia e ciências sociais e biológicas,
7ª Ed. McGraw-Hill, São Paulo, Brasil, 2006.
O método gráfico para resolver problemas de programação linear é prático apenas quando existem duas
variáveis. Se houvesse mais de duas variáveis poderíamos encontrar ainda os vértices da região convexa
resolvendo simultaneamente as equações das fronteiras. A função objetivo poderia então ser calculada
nestes vértices. Entretanto, à medida que o número de variáveis e o número de restrições crescem, torna-
se cada vez mais difícil descobrir os vértices e extremamente demorado calcular a função. Além disso,
alguns problemas não têm solução e isto não pode ser determinado usando o método de resolver as
equações simultaneamente.
O Método Simplex: Maximização
O método SIMPLEX é um algoritmo desenvolvido por George B. Dantzig em 1947, é uma técnica popular
para dar soluções de programação linear.
A Ideia Básica deste método consiste em resolver repetidamente um sistema de equações lineares para
obter uma sucessão de soluções básicas, cada uma melhor que as anteriores, até chegar a uma solução
básica ótima.
O nome SIMPLEX é derivado de uma generalização do conceito de triângulo a outras dimensões. O
método usa o conceito de polítopo (Em geometria, um polítopo é uma região contida em Rn
que é resultante
da interseção de um conjunto de semiespaços. Este conceito representa a generalização, para um número
arbitrário de dimensões (finitas), dos conceitos de polígono e poliedro), de N+1 vértices em N dimensões.
Exemplo de Polítopo:
0 – SIMPLEX é um ponto
1 – SIMPLEX é um segmento de reta
2 – SIMPLEX é um triângulo
3 – SIMPLEX é um tetraedro
O método discutido nesta seção é chamado de método simplex para resolução de problemas de
programação linear. Basicamente, este método fornece uma maneira sistemática de se mover de um
vértice viável da região convexa para outro de forma que o valor da função objetivo aumente até que se
alcance o valor ótimo ou que se descubra que não existe nenhuma solução.
Ao discutirmos o método simplex, inicialmente nos restringiremos a problemas de programação linear que
satisfaçam as seguintes condições:
1. A função objetivo deve ser maximizada.
2. Todas as variáveis são não negativas.
3. As restrições são da forma
a1x1 + a2x2 + ... + anxn ≤ b
onde b > 0.
Estas condições podem, à primeira vista, parecer limitar excessivamente os tipos de problemas, porém,
em situações aplicadas em que a função objetivo deve ser maximizada, as restrições em geral satisfazem
as condições 2 e 3.
Antes de descrevermos um procedimento para o método simplex, desenvolvamos o procedimento e
investiguemos seu raciocínio verificando como o método simplex se compara com o método gráfico.
Maximizar f = 2x + 3y sujeita a
x + 2y ≤ 10
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2x + y ≤ 14
Como partimos do pressuposto que, nestes problemas, x ≥ 0 e y ≥ 0, não iremos mais mencionar
explicitamente estas condições.
SOLUÇÃO
• O método simplex usa métodos matriciais em sistemas de equações de modo a converter as
inequações de restrições em equações, por meio de variáveis de folga.
• Ao escrevermos x + 2y ≤ 10, isto significa que há algum número não negativo - digamos, s1- tal que
s1 adicionado a x + 2y seja igual a 10. A variável s1 é chamada de variável de folga pois ela muda
com x e y de forma que a soma seja sempre 10.
Portanto,
x + 2y + s1 = 10
Podemos usar uma outra variável de folga s2 para escrever
2x + y ≤ 14 como 2x + y + s2 = 14
Se escrevermos a função objetivo como uma equação na forma
–2x – 3y + f = 0
então teremos um sistema de equações que descreve o problema.
Procuramos maximizar f na última equação, sujeita às restrições nas duas primeiras equações.
Podemos colocar este sistema de equações em uma matriz chamada de matriz simplex ou tabela
simplex. Observe que a função objetivo se encontra na última linha desta matriz com todas as variáveis
no lado esquerdo e que as duas primeiras linhas correspondem às restrições.
Se escrevermos a função objetivo como uma equação na forma
–2x – 3y + f = 0
então teremos um sistema de equações que descreve o problema.
• A partir do gráfico na Figura, sabemos que (0, 0) é uma solução viável fornecendo um valor 0 para f.
Como a origem sempre é uma solução viável para o tipo de problemas de programação linear que
estamos considerando, o método simplex começa a partir deste ponto e vai sistematicamente se
movendo para novos vértices enquanto aumenta o valor de f.
• Observe que se x = 0 e y = 0, então a partir das linhas 1, 2 e 3 podemos ler, respectivamente, os
valores de s1, s2 e f.
s1 = 10 s2 = 14 f = 0
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• Lembre-se que a última linha ainda corresponde à função objetivo f = 2x + 3y. Se procurarmos melhorar
(isto é, aumentar o valor de) f = 2x + 3y alterando apenas o valor de uma das variáveis, então, como
o coeficiente de y é maior, a melhora maior pode ser feita aumentando y.
• Em geral, podemos encontrar a variável que irá melhorar mais f procurando o valor mais negativo na
última linha da matriz simplex. A coluna que contém este valor é chamada de coluna pivô.
• A matriz simplex A é mostrada novamente a seguir com a coluna y indicada como coluna-pivô.
• A quantidade pela qual y pode ser aumentada é limitada pelas equações de restrições (linhas 1 e 2 da
matriz simplex). Como mostra o gráfico na Figura anterior, as restrições limitam y a ser menor do que
y = 5. Observe que quando os coeficientes positivos na coluna y da matriz simplex dividirem as
constantes no aumento, o menor quociente será 10/2 = 5. O 2 (envolto por um círculo) na linha 1,
coluna 2 da matriz A é chamado de entrada-pivô. O quociente y = 5 é encontrado fazendo x = 0 e s1
= 0 na equação da linha 1. O ponto (0, 5) corresponde a um vértice adjacente a (0, 0) na região de
restrições.
• Para prosseguir com este método de resolução, usamos matrizes para simular a movimentação para
um outro vértice da região de restrições. Multiplicamos a primeira linha por 1/2 para converter o
elemento-pivô em 1 e depois adicionamos múltiplos da linha 1 a cada uma das linhas restantes para
tornar iguais a 0 todos os elementos da coluna pivô, com exceção do elemento-pivô.
• Isto “transforma” a matriz simplex A em uma matriz simplex B equivalente. Como o coeficiente de y é
1 em uma linha e 0 em todas as demais, dizemos que a variável y é básica.
• Quando observamos esta matriz simplex transformada, B, percebemos que a linha inferior representa
– 1/2 x + 3/2 s1 + f = 15 e, portanto, f = 15 + 1/2 x – 3/2 s1 depende de x e s1 e f = 15 se x = 0 e s1 = 0.
Como x foi mantido em 0 e s1 tem que ser nãonegativo, o valor máximo de f ocorre neste ponto quando
s1 = 0. Usando x =0 e s1 = 0, as linhas 1, 2 e 3 nos permitem ler, respectivamente, os valores de y, s2
e f.
• y = 5 s2 =9 f = 15
• Esta solução corresponde ao vértice (0, 5) do gráfico. Também observamos que o valor de f pode ser
incrementado aumentando-se o valor de x e, ao mesmo tempo, mantendo-se o valor de s1 em 0. Isso
fica claro a partir da equação:
• ou observando que o número mais negativo da última linha ocorre na coluna x da nova matriz B.
• O valor do aumento em x é limitado pelas restrições. Podemos descobrir as limitações em x dividindo
o termo constante no aumento de cada linha pelo coeficiente de x (se positivo) e escolhendo o menor
quociente.
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• O menor quociente é 6 e, portanto, a entrada-pivô se encontra na linha 2, coluna 1 de B (envolta abaixo
por um círculo). Observe que se nos deslocarmos para um vértice adjacente a (0, 5) na região do
gráfico, o maior valor de x será 6 [em (6, 2)].
• Transformemos novamente a matriz simplex B multiplicando a segunda linha por 2/3 para converter o
elemento pivô em 1 e depois eliminando x de todas as linhas exceto a linha-pivô (a segunda linha) em
B. A nova matriz simplex será C.
A última linha desta nova matriz C corresponde a
• e, portanto, qualquer aumento em s1 ou s2 provocará uma diminuição em f. Ao observarmos este fato
ou percebermos que todas as entradas da última linha são não negativas, inferimos que temos a
solução ótima quando s1 = 0 e s2 = 0. Usando isso, as linhas 1, 2 e 3 fornecem os valores,
respectivamente, para y, x e f.
y = 2 x = 6 f = 18
• Isto corresponde ao vértice (6, 2) no gráfico e ao valor máximo de 18 neste vértice.
• Na revisão feita na solução via simplex do Exemplo 1, observe que cada uma das soluções viáveis
corresponde a um vértice (x, y) da região viável e que duas das quatro variáveis x, y, s1 e s2 eram
iguais a 0 em cada uma das soluções viáveis.
Em (0, 0): x e y eram iguais a 0.
Em (0, 5): x e s1 eram iguais a 0.
Em (6, 2): s1 e s2 eram iguais a 0.
• Observe a Figura abaixo para ter uma ilustração de como o método simplex nos moveu de vértice em
vértice até chegarmos à solução ótima.
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• Os valores que foram igualados a zero em cada solução viável são chamados de variáveis não-
básicas para esta solução viável e as demais variáveis são chamadas de variáveis básicas para esta
solução viável. A cada passo no método simplex podemos identificar as variáveis básicas diretamente
da matriz simplex observando que suas colunas contêm uma única entrada igual a 1 com todas as
demais entradas iguais a zero. As colunas restantes identificam as variáveis não- básicas. Portanto,
os valores das variáveis não básicas e da função objetivo podem ser lidos a partir das linhas da matriz
simplex pois as variáveis não básicas são igualadas a 0 em cada passo.
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